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1. Darbo tikslas

Susipazinti su dinaminiy sistemy ir fraktaly teorijomis; iStirti konkrecia dinaming
sistema.

2. Darbo uzduotys

1. Susipazinti su dinaminiy sistemy teorija.

2. Susipazinti su fraktaly teorija.

3. Perzitiréti demonstracines programiniy pakety "Fractint" ir "PHASER" programas.
4. Susipazinti su programa "Evoliucija" .

5. Rasti regresijos ir katastrofos salygas atsitiktinei kolonijai.

6. ISmatuoti « ir p parametrus regresijos, katastrofos ir pusiausvyriniy salygy atvejais.

3. Teoriné dalis

Gamtoje sunku rasti sistema, kuri nekisty laike. Net ir kalnai, i§ pazitiros nekintantys,
1§ tikryju, veikiami erozijos procesy ir tektoniniy jégy, kinta. Tiriant biologinius procesus
daznai svarbiau yra zinoti, kaip kinta laike tam tikri sistemos parametrai, o ne statinis jos
vaizdas. Statinis sistemos vaizdas teikia mazai informacijos apie tos sistemos elgsena arba
evoliucija laike. Todél dinaminiy sistemy teorija uzima svarbia vieta biologiniy, fizikiniy,
cheminiy ir kity reiskiniy tyrime.

Dinaming sistema — sistema, kintanc¢ia laike — galima apraSyti tam tikru kintamujuy ir
parametry rinkiniu. Kintamieji kinta laike, tuo tarpu parametrai iSlieka pastoviis (bendru
atveju ir parametrai gali kisti laike). Kintamaisiais gali biiti, pavyzdziui, individy skaicius,
membranos elektrinis potencialas, medZiagos koncentracija, o parametrais — maisto iStekliai,
elektrinis membranos laidumas, temperatira ir pan. Tarkime, sistema apraSoma n
kintamaisiais x, (i =1,2,...,n) ir m parametrais a, (j= 1,2,...,m). Tada tokios sistemos kitima

laike galima apraSyti pirmos eilés diferencialiniy lyg€iy sistema:

dx
dx
T;Ifz(xl’xz,,,.,xn,al,az,---,am) (D).
dx
dtn = [, (%, %55, X,,, 41,05,..,4,,)



Kintamasis x; kinta laike x;, = x,(#) dél saveikos su kitais sistemos kintamaisiais. 7‘ yra
t
kintamojo kitimo greitis. Funkcijos f,..., f, priklauso ir nuo parametry q,,...,a, .
Kai kuriy paprasty dinaminiy sistemy atveju (1) lyg€iy sistema iSsprendziama lengyvai,
kitu atveju galima gauti tik dalini sprendini. Pazymétina, kad pirmas atvejis realioms
sistemoms pasitaiko retai. Bendru atveju sprendinys turi pavidala

0 0 0
X, =g,(t,x) Xy 400X, ,0,,0, 5.0 d,)) (2),
¢ia x| — kintamojo x, reikimé pradiniu laiko momentu (¢ = 0) ir vadinama pradinémis

salygomis. Turédami tiksly sprendini ir pradines salygas, galime iSsamiai nupasakoti
dinamings sistemos evoliucija laike.

Xy

Ipav. Dinaminés sistemos laikin¢ diagrama (a) ir faziné erdvé (b).

Dinaminiy sistemy tyrimui patogu ivesti fazing erdve. Jei sistema apraSo du kintamieji
x, ir x,, kurie kinta laike (x, = x,(¢¥) ir x, =x,(t)), tai sistemos biisena tam tikru laiko
momentu aprasoma tasku (x,,x,) fazingje erdvéje. Siuo atveju faziné erdvé bus plokstuma,
kurios x-aSyje atidedama x, reik§mé laiko momentu t, o y-aSyje — x, reik§me tuo paciu laiko
momentu (I pav.). Bendru atveju, jei sistema apraso n kintamuyju, tai ja galima apibiidinti
n-mate fazine erdve.

t

2 pav. Pereinamieji reiskiniai dinaminéje sistemoje.



Faziné erdvé patogi kokybiniam dinaminés sistemos apraSymui. Sioje erdvéje
sistemos evoliucija pateikiama geometriniu pavidalu. Atraktoriai — tai geometrinés struktiiros,
charakterizuojancios sistemos elgsena fazinéje erdvéje, kai laikas artéja i begalybe. Pradzioje
sistema néra pusiausvyroje, joje vyksta pereinamieji procesai (2 pav.). Tik pra¢jus tam tikram
laikui (griez€iau kalbant, kai ¢ — o) pradeda nusistoveéti pusiausvyra (jeigu ji budinga
nagrin¢jamai sistemai). Atraktorius ir yra ta pusiausvyra, | kuria stengiasi patekti sistema.

Yra keturios atraktoriy rasys:

1. Stabilus taskas arba pusiausvyros padétis. Sistemos kintamieji nekinta laiko atzvilgiu, t.y.
Ju iSvestinés % = 0. Fazinéje erdvéje turésime taska. Realus modelis — paprascCiausia
pirmos eilés cheming reakcija:

A—>B
¢ia A, B — pradin¢ medziaga ir produktas; k - reakcijos spartos konstanta. Tokios sistemos
diferencialiniy lyg¢iy sistema

ils)_ L]
dt
L 3),
o sprendiniai
[4]=[4,]e™

[B]=[4,]Ja-¢™

Ga [4] ir [B] — pradinés medziagos ir produkto koncentracijos; [4,] — medziagos 4
koncentracija reakcijos pradzioje (laiko momentu z = 0).

Kartais sistema gali turéti kelias pusiausvyrasias biisenas. Tokiu atveju, 1 kuria biisena
sistema pateks, priklauso nuo pradiniy salygy.

2. Ciklas. Jei sistemoje nusistovi periodiniai svyravimai, fazingje erdvéje turésime
uzdara kreive, kuri vadinama ciklu. Pavyzdys: Voltera aukos ir plésriino modelis. S; modeli
apraso dif. lyg¢iy sistema:

dx

?:al'x_ﬂl'x'y

t (4),
df 2 2

kur x — auky skaiCius, y — pléSriiny skaiius, o, — dauginimosi koeficientai, £, — mirimo ir
zuvimo koeficientai.

3. Toro pavidalo atraktorius biidingas sistemai, kurioje nusistovi kvaziperiodiniai
svyravimai. Tokia elgsena atitinka du ar daugiau nepriklausomi svyravimai — osciliacijos.
Lygciy sistema, aprasanti osciliacijas mechanikoje, elektrinése schemose ir pan., gali buti
tokio pavidalo:

ax _
da "’
d
ﬁ:_ﬁxz_ﬁxl+icos(a-x3) (5),
dt m m m
dx,
—3 = const.
dt

¢la f — sistema veikianti jéga; k, m, ¢ — parametrai. Daugiamaciu atveju turésime n-macius
torus.



3 pav. Sistemos atraktoriai: a - stabilus taskas; b - ciklas; c- toras.

4. Pirmieji trys atraktoriai daugiau ar maziau sudétingi, taciau juos jungia viena bendra
savybeé: sistemy, kurioms buidingi tokie atraktoriai, elgsena yra prognozuojama, t.y. zinant
désnius, pagal kuriuos sistema kinta ir dabarting jos biisena, galima nustatyti sistemos biisena
bet kuriuo laiko momentu. Taciau ne visos sistemos prognozuojamos. Neprognozuojamuy
sistemy elgsena yra atsitiktiné. Tokias sistemas fazing¢je erdvéje atitinka chaotinis atraktorius
arba keistasis atraktorius (4 pav.). Pacios sistemos vadinamos chaotinémis sistemomis.
Chaotinés sistemos pavyzdziu gali biiti orai, turbulentinis tekéjimas. Gamtoje dazniausiai
sutinkamos chaotinés sistemos, tuo tarpu kitos sistemos yra iSimtis ir dazniausiai tik
supaprastinti realiy sistemy modeliai.

4 pav. Chaotiniai atraktoriai

Svarbi chaotiniy sistemy savybé yra ju jautrumas pradinéms salygoms. Jei fazinéje
erdvéje padésime du artimus taSkus, kurie atitinka dvi pradines salygas, ir paseksime, kaip
evoliucionuoja sistema, tai pastebésime, kad chaotiniy sistemy atveju Sie du taskai labai
.greitai nutols vienas nuo kito. Paprasty, nechaotiniy stabiliy sistemy atvejais dvi artimos
trajektorijos iSlieka artimos kiek norime laiko (5 pav.). Kitaip sakant, atstumas tarp dvieju
pradiniy matuojamu dydziy (pradiné paklaida) chaotinéje sistemoje po tam tikro laiko tampa
palyginamas su paciais dydziais. D¢l Sios savybés chaotinés sistemos yra sunkiai
prognozuojamos.

Dar viena chaotiniy sistemy savybé — periodiniy tasky egzistavimas. Tai yra, galima
parinkti tokias pradines salygas, kad dinamingje sistemoje po kurio laiko nusistovi
pusiausvyra. Trefia savybé — maiSymasis — susijusi su atskiry sistemos kintamyjuy elgsena
fazinéje erdveje. Jei pasirinksime tam tikra reikSmiy, kurias gali igyti vienas i§ kintamuyjuy,
intervala ir paseksime, kaip kintamasis laikui bégant padengia ta intervala, tai pastebésime,
kad chaoting¢je sistemoje (laikui artéjant | begalybe) kintamasis padengs intervala kiek norima
tankiai. Kitaip sakant, chaotinés sistemos biisena niekada nesikartoja (iSimtis — periodiniai
taskai).Visos Sios savybés yra kokybinés chaoso tam tikroje sistemoje charakteristikos. Ne
visada konkreciai sistemai visos §ios salygos biidingos.

Kiekybinés dinaminiy sistemu charakteristikos yra Liapunovo rodikliai ir sistemos
atraktoriaus matavimas (dimensija). Liapunovo rodikliai kiekybiSkai nusako jautruma
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5 pav. Paprastos (a) ir chaotinés (b) sistemos jautrumas pradinéms salygoms.

pradinéms salygoms (tiksliau, pirmasis Liapunovo rodiklis). Paprastai, priklausomai nuo to,
kokio matavimo yra faziné erdvé (d), tiek yra Liapunovo rodikliy. Pagrindinis yra pirmasis
rodiklis, kuris jvertina, kaip sparciai did¢ja pradiné paklaida tarp pradiniy taSky. Jo iSraiska
vienmaciu diskretiniu atveju

E,

1 n
[, =lim lim — ) log (6),
! n—wo Ey—0 p kzz; 1

E, =x-x,
¢ia E, —pradiné paklaida; E - paklaida k Zingsnyje; E, , — paklaida ankstesniame Zingsnyje;
n — zingsniy skaicius. Jei k-ajame zingsnyje paklaida buvo Ej, tai kitame Zingsnyje paklaida
vidutiniskai bus lygi E,,, = E, -e*'. Aukstesnés eilés rodikliai tenkina salyga
A>A>>A, (7)
Geometrin¢ Liapunovo rodikliy prasmé yra tokia: jei n-matéje fazin¢je erdvéje pasirinksime
pradini tiir], tai laikui bégant $is ttiris kis pagal eksponentini désni:
Vig =V, exp(d + 24, +..+ 4,)  (8)
Yra parodyta kad chaotinei sistemai A, >0. Taigi, pirmas Liapunovo rodiklis nusako
dinamings sistemos pobidi.

Kitas kiekybinis parametras — atraktoriaus matas arba dimensija. Paprastas sistemas
(fazingje erdveje) atitinka sveiko skaiCiaus atraktoriaus dimensija, tuo tarpu chaotiniy sistemy
atraktoriai daznai turi trupmenines dimensijas. Bendrai dimensija galima traktuoti kaip
sudétingumo mata. Chaotiniai atraktoriai daznai yra fraktalinés struktiros — struktiros,
pasizymincios trupmenine dimensija.

Pirmasis fraktalo savoka apie 1980 metus (lot. "fractus", nuo veiksmazodzio ,,fragere*
— lauzyti, kurti nereguliarius rastus) jvedé Mandelbrotas (Mandelbrot), IBM firmos
matematikas. Iki jo jau buvo zinomos fraktalinés struktiiros (dar vadinamos matematiniais
,monstrais*), tokios kaip Kantoro (Cantor) aibé, Peano (Pean) kreivé, Kocho (Koch) kreive,
Sierpinskio (Sierpinski) trikampis ir kilimas, Ziulia (Julia) aibés. Taciau tik Mandelbrotas
1zvelgé jose daugiau negu matematiky iSmones ir iSvysté nauja mokslo Saka — fraktaling
geometrija. Per nepilnus 20 mety fraktaly savoka pradéta naudoti daugelyje mokslo Saky:
fizikoje, biologijoje, chemijoje, sociologijoje, urbanistikoje... Kaip jau buvo minéta, chaotiniy
sistemy atraktoriai yra fraktalai. Todé¢l fraktaliné geometrija i§ esmés yra chaoso geometrija.



6 pav. Mandelbroto fraktalas.

Fraktalas — tai savipanaSumu (mastelio simetrija) pasizymintis objektas.
Savipanasumas — tai tokia struktiiros savybé, kai objekta galima iSskaidyti { mazas dalis,
kurios yra sumazintos visos strukttiros kopijos. Pavyzdziui, medZio Saka yra pana$i { viso
augalo sumazinta kopija, d¢l to medziai yra natiiraltis fraktalai. Gamtoje natiiraliy fraktaly yra
labai daug: pradedant augalais, Zmogaus organais (inkstai, plauciai, kraujotakos ir nervy
sistema) ir baigiant kalnais, debesimis, kranto linijjomis. Kartais struktiira néra grieztai
savipanas$i. Pavyzdziui, Brauno dalelés trajektorija yra fraktalas, taCiau ji téra i§ dalies
savipanaSi. Tokiu atveju fraktalas bus objektas, kuriame didinant iSrySkéja vis daugiau
detaliy. Matematiskai fraktalu vadinama struktiira, kurios Hausdorfo dimensija yra grieztai
didesné uz topologing dimensija:

D, >D, 9)

Topologiné dimensija D, — tai klasikinis figliry matiSkumas, priskiriantis: taskui — 0
matavima, kreivei — 1, plok§tumai (kvadratui) — 2, kubui — 3 ir t.t. Tarpiniy;, trupmeniniy
matavimy negali buti. Ilga laika tebuvo tik tokie matavimai. Taciau atsirado geometrinés
struktiiros, kuriy dimensija buvo aiSkiai didesné¢ nei topologiné. Pvz., plokstuma uZzpildanti
kreive (Peano kreive, 7 pav.); nors kreives topologiné dimensija yra 1, ta¢iau bendros figiiros
matavimas yra 2. D¢l to buvo ivesta nauja dimensijos rii$is — Hausdorfo dimensija D,, .

N

il
T

1 1

1 | '
1
i _Lﬁi-'

Tpav. Peano kreive: pirmi trys sudarymo Zingsniai ir galutine figiira.

Praktinis D,, matavimas pagal klasikinj apibréZima yra sudétingas, todél yra matuojamos
giminingos dimensijos:



1. Savipanasumo dimensija. Jei objektas pasiZymi savipanasumu, tai jo savipanasumo

dimensija bus lygi

Dy = _loga (10),
logl/s

kur a- daliy, i kurias galima suskaldyti figiira skaicius; 1/s - didinimo faktorius (kiek reikia
padidinti dali, kad ji tapty visos figiiros dydziu). Kaip pavyzdi galima paskaiciuoti kvadrato
dimensija. Kvadrata galima padalinti | keturis mazesnius kvadratus, kurie yra du kartus
sumazintos visos figiiros kopijos. Todél D, =log4/log2 =2. Kaip matome, paprasty figiiry
fraktaliné dimensija (Hausdorfo dimensija) sutampa su ju topologine dimensija.

2. Padengimo dimensija. Figiira padengiama kvadratais (jei figtira yra plokS§tumoje; n-
maciu atveju padengiama n-maciais kubais). Kvadrato krastinés ilgis yra s, . Suskai¢iuojamas
kvadraty, 1 kuriuos patenka figtira, skai¢ius N,. Skaifiavimai pakartojami su kitu kvadrato
kraStinés ilgiu s,,, <s,. Tada padengimo dimensija

logN,,, —logN,

D, = 11
’ logl/s,,, —logl/s, (1

Jei padengiama ne kvadratais, o bet kokios formos elementariais n-maciais tirio vienetais, ir
ty tirio vienety spindulys artéja prie nulio, tai padengimo dimensija D, virsta Hausdorfo
dimensija:
. logN(s
D, = limi0g N (s)

12
s>0 Jogl/s (12)

=
\h.-
( A AN ®S

VIS
|

8 pav. Padengimo dimensijos skai¢iavimas.

3. Dar vienas biidas dimensijos matavimui yra laipsninis désnis. Tarkime, matuojamas
dydis yra u. Jei I/s yra matavimo tikslumas, tai fraktalinei struktiirai galioja laipsninis désnis
u~(1/s) (13)
Atidéjus grafike x asyje matavimo tikslumo logaritma In1/s, o y aSyje — matuojamo dydzio
logaritma In u gausime tiesg, kurios polinkis yra lygus d. Fraktaliné dimensija randama 1§
paprasto sarysio:
D.=1+d (14)
Siuo biidu buvo i¥matuota DidZiosios Britanijos salos kranto ilgio dimensija, kuri lygi 1.31. I
tikryju, matuodami skirtingo tikslumo liniuotémis, gausime skirtingo ilgio kranto linija. Taip
atsitinka todél, kad matuodami tiksliau, iskaitome vis smulkesnius kranto nelygumus,
iSkysulius ir jlankas, — dél to matuojamas ilgis padid¢ja.



Be $iy trijy fraktaliniy dimensijy yra dar kitos (informacine, entropijos ir pan.). Daznai
iSmatuotos tam paciam objektui jvairios dimensijos sutampa, tac¢iau kartais ir skiriasi.
Nezitrint to, fraktaliné dimensija yra svarbus nagriné¢jamo objekto sudétingumo matas.

Objektas Topologine Fraktaliné dimensija
dimensija

Kreivé 1 1
Kvadratas 2 2
Kubas 3 3
Kocho kreive 1 1.26
Peano kreivé 1 2
Sierpinskio trikampis 1 1.89
Brauno judéjimas 1 2
Cinko elektrolize* 1 1.71
Anglijos kranto linija 1 1.31

*Cinko elektrolizé- elektrolizés metu susidariusio cinko sluoksnio struktiira turi fraktaliniy
savybiuy.

Yra keletas matematiniy metoduy fraktalams gauti:

1. Iteraciniy funkcijy sistema (IFS). Imama bet kokios formos pradiné¢ figira ir jai
pritaikomas afininiy transformaciju rinkinys. Afinin¢ transformacija w susideda i$
elementariy posiikio, atspindzio, sumazinimo ir slinkties transformacijy. Jei P = (x,y) yra
taskas plokStumoje, tai pritaikius Siam taSkui afining transformacija, gausime kita taska, kurio
koordinatés P = (u,v) skai¢iuojamos pagal sekancias lygtis:

u=ax+by+e

v=cx+dy+ f
¢ia a,..., f— transformacijos koeficientai.
Pritaike afininiy transformacijy rinkinj figiirai (taSku aibei), gausime kita figtira (kita tasky
aibg). Jei dabar pritaikysime gautam vaizdui tas pacias transformacijas, turésime dar kita
figiira. Jei §i procesa kartosime, po tam tikro laiko gausime vaizda, kuris nesikeis, pritaikius
jam transformacijas. Sis vaizdas vadinamas atraktoriumi ir paprastai yra fraktaliné struktiira.

Galimas IFS modifikavimas — kelios iteraciniy funkciju sistemos, kurios tarpusavyje
suri$tos. Naudojant tokias sudétingas sistemas, galima gauti i§ dalies savipanasSias figiiras, tuo
tarpu paviené¢ IFS visada duos grieztai savipanasy galutini vaizda; dalinai savipanasaus
objekto tik kai kurios dalys yra sumaZzintos viso objekto kopijos, tuo tarpu likusios §ia savybe
nepasizymi.

IFS bandoma panaudoti vaizdy kodavimui. Jei pavykty rasti transformacijas, kuriy
déka galima gauti vaizda, tai biity galima zZymiai sutaupyta vietos vaizdo saugojimui atmintyje
( net iki 1000 karty).

2. Praktiniam IFS pritaikymui yra svarbus vienas parametras — po kokio
transformacijy pritaikymo skaiciaus bus gautas atraktorius. Kartais $is skaicius gali biiti labai
didelis ir praktikoje neigyvendinimas (tada vaizdo atkodavimui prireikty labai daug laiko).

(15)



Todél yra naudojamas dar vienas biidas fraktalui gauti — atsitiktiniy iteraciniy funkcijy
sistema. Sio metodo esmé yra ta, kad taikomos ne visos transformacijos i$ karto, bet tik viena
i§ ju, be to, veikiamas pavienis taskas. Jei yra n afininiy transformaciju w,, tai joms

parenkamos atitinkamos pasirodymo tikimybés p. ( Z p; =1).

9 pav. Barnsléjaus (M.Barnsley) paparcio lapas.

Kokia ir kaip daznai transformacija bus taikoma priklauso nuo jos tikimybés. Tokiu biidu
gauta tasky aibé z,, z, =w,(z,), z,= wsz(zl), Zy =W, (zl),... (kur sl 52,53 yra
atsitiktiniai skaiciai i$ intervalo 1...n) sudarys ta pati atraktoriy, kuris gaunamas pritaikius IFS.
Teisingai parinkus tikimybes, laikas vaizdo atkodavimui zymiai sumazéja. Pvz., 9 pav.
pavaizduota fraktala galima uzkoduoti 4 afininém transformacijom. Taciau naudojant IFS jo
atkodavimui grei¢iausiu kompiuteriu prireikty milijardy metuy. Tuo tarpu pritaikant atsitiktiniy
iteraciniy funkcijy sistema, vaizdas gaunamas per kelias sekundes. Atskira problema yra
tinkamy transformacijy parinkimas vaizdo kodavimui.

3. L-sistemos. L-sistemas pirmasis panaudojo Lindenmajeris (Lindenmayer) augaly ir
dumbliy augimo procesams aprasSyti. Kiekviena lastelé turi savo pazymejima — raide, kuri gali
reiksti lastelés amziy, dydi ar kitokia laike kintanCia charakteristika. Po to ijvedamos
perraSymo taisyklés kiekvienai raidei. Pvz., ka tik gimusi Iastelé pazymima A raide, o
suaugusi — B. Lastel¢ subrgsta per vieng laiko tarpsni ir kitu tarpsniu pasidalina i dvi lasteles.
Tokiu atveju perraSymo taisyklés yra tokios: A — B ir B — AA. Jei pradétume nuo vienos
suaugusios lastelés, gautume tokj vaizda:

0 ciklas B

1 ciklas AA

2 ciklas BB

3 ciklas AAAA

4 ciklas BBBB

5 ciklas AAAAAAAA
ir t.t.

Jei parinktume grafini gautos sekos pavaizdavima, galétume stebéti, kaip kinta erdvéje lasteliy
kolonija (paprastai kompiuteriniame L-sistemy modeliavime grafiniam simboliy vaizdavimui
naudojama veézliné grafika). Tokiu budu galima vizualiai stebéti fraktaly vystymasi arba
augima.

4. Lqsteliniai automatai. Lasteliniy automaty teorija nagrinéja savireprodukuojan¢iy masiny
egzistavimo galimybes. Paprastai Sios hipotetinés masinos egzistuoja begaliniame lauke,



suskirstytame i elementarius laukelius, su tam tikromis taisyklémis ir laukelio biiseny
skai¢iumi. Evoliucijos (kuri prasideda nuo tam tikro pradinio laukeliy btiseny pasiskirstymo)
metu generuojamos figiiros daznai yra fraktalinés struktiiros.

L-sistema: Krimas
Pradinis simbolis F
Perrasymo taisyklé =~ F — FF+[+F-F-F]-[-F+F+F]
(-1
1]
+>+
- -

10 pav. Fraktalas gautas naudojantis L-sistema.

Vienas i§ lasteliniy automaty pavyzdziy — Siame darbe tiriama sistema ,,Evoliucija®, kuri
aprasoma kvadratiniu lauku, dviem laukelio biisenomis (yra / néra lastelés) ir ,,genetinémis
taisyklémis®.

Siais trimis metodais gaunami matematiniai, dirbtiniai fraktalai. Praktinis ju taikymas
natiiraliy procesy ir objekty aprasymui kol kas yra keblus, nors tam tikry pasiekimy jau yra.
Pagrindiné problema yra natiiraliy fraktaliniy struktiiry baigtinumas bei atsitiktinumas. Dél Siy
priezasCiy natiiraliis fraktalai néra grieZtai savipanasis.

4. Tyrimo metodika

1. "Fractint 18.2" programinis paketas. "Fractint" - tai programa, kurioje sutelkti
pagrindiniai fraktalai, gaunami kompiuteriu. Programa sudaro galimybes sukurti ir savus
fraktalus. Laboratoriniame darbe panaudota "Fractint" demonstracin¢ dalis, kurios metu
susipazistama su klasikiniais fraktalais. Programos vykdymo metu bitina atkreipti démesj i
Mandelbroto fraktalo (,,mandel*) savipanaSuma — po tam tikro didinimy skaiCiaus gaunama
prading figiira.

Demonstracijos metu parodomos programos galimybés, todél be paciy fraktaly vaizdavimo
ekrane dar atlickama eil¢ papildomy veiksmy: vaizdo padidinimas, pasukimas, fraktala
aprasancios lygties parametry keitimas, ekrano spalvy keitimas ir t.t.

2. Diferencialiniy lyg¢iy sprendimo programinis paketas "PHASER". Programa
padeda spresti diferencialines lygtis ir stebéti ju laikines diagramas bei fazinius portretus.
Laboratoriniame darbe naudojama parodomoji programos dalis, kurioje supazindinama su
diferencialinémis lygtimis, ju sprendiniy vaizdavimu erdvéje ir visais atraktoriy tipais. T.y.
programa sudaro galimybes matematiSkai modeliuoti dinamines sistemas.

3. Dinaminés sistemos ,,Evoliucija® tyrimas. Laboratoriniame darbe tiriamos sistemos
,Evoliucija® prototipas yra matematiko Konu¢jaus (Conway) sugalvotas matematinis
zaidimas ,,Gyvenimas®. Atsirandancios situacijos zaidimo metu yra panaSios | realius
procesus, vykstan€ius gimstant, vystantis ir mir§tant gyvoms organizmy kolonijoms. Tod¢l,
,Gyvenimas* ir ,,Evoliucija® priklauso taip vadinamai ,,modeliuojanciy zaidimy* kategorijai,
kuri apima zaidimus, imituojancius procesus, vykstancius realiame gyvenime. ,,Gyvenimas‘



vyksta lauke, suskirstytame i kvadratinius laukelius. Pagrindiné id¢ja yra ta, kad pradéjus nuo
tam tikro lasteliy iSsidéstymo lauke, sekama, kaip pradiné kolonija evoliucionuoja laike.
Naujy lasteliy gimima ir seny iSmirima bei iSlikima lemia taip vadinamos ,,genetinés
taisykles (toliau — taisyklés). Kiekviena lauko langeli supa aStuoni gretimi langeliai: keturi
turi bendras krastines, o keturi — bendras virStines. Tada Konug¢jaus taisyklés kaimyny
1$sidéstymui yra tokios:

a) ISgyvenimas. Kiekviena gyva lastele, kuri turi du ar tris kaimynus, iSgyvena ir
pereina | kita karta.

b) Mirtis. Kiekviena lastelé, turinti daugiau nei tris kaimynus, ziiva dél lasteliy
pertekliaus. Kiekviena lastele, kuri lieCiasi tik su vienu arba né su vienu kaimynu, ziiva dél
vienatves.

¢) Gimimas. Jei lasteliy, su kuriomis ribojasi tusCias laukelis, skai¢ius yra tiksliai lygus
trims, tai tame laukelyje sekancioje kartoje atsiranda naujas "organizmas".

it

a b ' d e

11 pav. Konuéjaus taisyklés astuoniy kaimyny konfigiiracijai:a) atveju vidurine lastelé isliks
gyva sekanc¢iame cikle, b) ir c¢)- zus, d) ir e) atveju kitoje kartoje viduriniame langelyje gims
nauja lastele.

Svarbiausia taisykl¢ yra ta, kad visi organizmai mirSta ir gimsta vienu metu. Visi kartu
organizmai sudaro viena karta, arba viena cikla pradinés konfigiiracijos evoliucijoje. Tokios
sistemos realus modelis galéty buti bakterijy kolonija Petri 1¢kStel¢je, kurioje palaikoma
pastovi maisto terpée.

Kaip matome, taisyklés yra paprastos, todél §i Zaidima nesunku sumodeliuoti
taisykles — kaimyny skai¢iy, kuris lemia lastelés mirima ir gimima. Kadangi evoliucijai
aprasyti uztenka tik dviejuy taisykliy, tai buvo paliktos Mirties ir Gimimo taisyklés. Be to,
{vesta galimybé iskaityti ir tolimesnius lastelés kaimynus — nutolusius per viena, du ir daugiau
langeliy (salyga "Kaimynai" dialoginiame lange ,,Evoliucijos salygos®). Tokiu biidu tapo
imanoma keisti dinaminés sistemos, kokia galima pavadinti zaidima ,,Gyvenimas®,
parametrus.

Vykstant evoliucijai kartais pradin¢ kolonija palaipsniui iSmirSta, t.y. visos lastelés
zlina, bet tai atsitinka ne i§ karto. Tokia sistemos elgsena vadinama regresija. Kitu atveju,
kolonija gali pereiti | stabilia konfigtiracija (taip vadinamus ,,ramaus gyvenimo megeéjus®)
arba pereina | svyravimy rezima. Tai pusiausvyrinis arba ciklinis vystymasis. Treciuoju,
katastrofos, atveju pradiné konfigiiracija pleciasi be galo. Realiai kolonija pléstis negali, nes
plétimasi riboja lauko, kuriame vyksta evoliucija, dydis. EksperimentiSkai parodyta, kad
Konug¢jaus pasitlytos taisyklés yra pusiausvyra tarp regresijos ir katastrofos. T.y. pagal Sias
taisykles besiple¢ianti kolonija labai daznai pereina i stabily arba ciklini reZima. Siame
laboratoriniame darbe reikia rasti taisykles, atitinkancias kitus du atvejus.

Pradinés konfigiiracijos evoliucijos pobudis atsispindi laikin¢je diagramoje. Sio
grafiko abscisiy asyje atidedamas laikas (ciklai), o ordinaciy asyje — lasteliy skaicius. Grafikas
evoliucijos metu visa laika matomas deSiniajame apatiniame ekrano kampe. Jei nustatytos
salygos, prie kuriy sistemoje vyks katastrofa, laikinéje diagramoje matysime pastovy kilima —
lasteliy skaiciaus did¢jima iki tam tikros ribos. Riba, kaip jau buvo minéta, nulemiama



baigtiniu lauko dydziu, kuris nustatomas dialoginiame lange ,,Evoliucijos salygos®. Grafiko
pobiidis gali biiti {vairus: tiesé, eksponenté arba logaritminé funkcija.

Kita krasStin¢ sistemos elgsena — tai regresija (greitas iSnykimas). Grafike turésime krintancia
kreive, kurios pobiidis vélgi priklauso nuo salygy parinkimo. Pazymétina, kad regresijos
atveju nebiitinai ziina visos lastelés. Bendrai regresija charakterizuojama staigiu organizmy
mazejimu.

I

a b C
12 pav. Kreiviy pavyzdziai: a-ties¢, b-eksponent¢, c-logaritmas.

Paskutinis atvejis— pusiausvyrinés salygos. Siuo atveju sistemos elgesys jau pradeda
priklausyti nuo pradinés kolonijos erdvinio iSsidéstymo. Prie vienu konfigiiracijy sistema
iSnyksta i§ karto, prie kity — gana ilga laika evoliucionuoja, kol pereina prie stabilaus rezimo.
Pirmaisiais dviem atvejais §i priklausomybé yra silpna. Dél Sios priezasties dinaminés
sistemos elgsenos tyrimui geriausia naudoti atsitikting, daug lasteliy turinia prading
konfigiiracija.

Kiekybiniam elgesio ivertinimui reikia paskaiciuoti kreivés polinkj

g="2"" (16),

L~

kur n,ir n, — lasteliy skaicius laiko tarpu ¢, ir ¢, atitinkamai. Parametras o skaiiuojamas
tokiu biidu (zr. 13 pav.):
1.Grafike pasirenkami du kreivés taskai. Atstumas tarp tasky turi biiti nedidelis (apie
deSimtadal; grafiko). Jeigu grafikas néra lygus (raizytas, kaip parodyta 13 pav.), tai grafikas
aproksimuojamas kreive ir taSkai atidedami ant Sitos kreivés.
2. Randami juos atitinkantys taskai x aSyje ¢, ir ¢, iry aSyje — n,ir n,.
3. Pagal formule randame « .

n

n2 .......

n |

- -

1 t2

t

13 pav. o parametro skai¢iavimas.



IS tikryjy, skaiCiuojant «, pradzioje reikia grafika reguliarizuoti ir tik po to atidéti
taSkus. Tik tada gaunamas korektiSkas rezultatas. Bet miisy atveju tikslumas nevaidina didelés
reikSmés, tod¢l o skaiciuojamas pagal auksciau pateikta plana.

ISvesting o geriausia skaiciuoti grafiko pradzioje, kai dar nepasireiskia jsisotinimas. IS tikryjuy
o yra lasteliy dauginimosi greitis — kiek lasteliy gimsta (jei « >0) arba mirSta («a <0) per
vieng cikla. a =0 atvejis atitinka stabilia biisena. Absoliutinis a dydis rodo katastrofos arba
regresijos sparta.

Pastaba: programoje yra galimybé gauti grafika « (ciklas), kuriame atidétas lasteliy skaiciaus
n+1 cikle ir n cikle skirtumas: a = n(t +1)—n(¢).

Antras svarbus evoliucijos parametras yra nusistovéjes lasteliy tankis

N
P= (17),
kur N yra lasteliy skaicius plote S. Evoliucijos metu programa automatiskai suskaiciuoja p
reik§mg — kiekviena cikla, todél Sio parametro patiems skai¢iuoti nereikia. UzZtenka iSsikviesti
p(t) grafika. Zodis ,,nusistovéjes” reiskia, kad verté imama pasiekus isisotinimo laipsni.
Parametras p rodo parinkty taisykliy palankuma kolonijos vystymuisi, t.y. santykio tarp
mirties ir gimimo taisykliy itaka evoliucijai. Kuo p didesnis, tuo palankesnés salygos lasteliy
gimimui ir tuo mazesné tikimybé, kad mirs senos lastelés.

Programa sudaro galimybe stebéti ir sistemos fazinius portretus. Pirmojoje fazinéje
erdveje x aSyje atidétas lasteliy skaiCius n-tuoju laiko momentu, o y aSyje — lasteliy skaicius
n+1 laiko momentu. Si erdvé i§ dalies atspindi evoliucijos proceso kryptinguma: jei esti
katastrofos arba regresijos salygos, tai lasteliy skaicius pastoviai didés arba mazés, ir fazinéje
erdvéje turésime beveik tvarkinga, sukoncentruota tam tikroje erdvés dalyje trajektorija, kuri
art¢ja link stabilaus atraktoriaus. Prie pusiausvyriniy taisykliy (pvz., Konuéjaus), fazineé
trajektorija tampa chaotine. Antroji faziné¢ erdvé pagal savybes panasi | pirmaja. Jos aSyse
atidedami mirusiy ir gimusiy lasteliy skai¢iai. Abu faziniai portretai teikia informacija apie
sistemos elgsena.

5. Darbo eiga

Laboratorinis darbas atlickamas kompiuteriu. Visy programy archyvai yra jraSyti
viename diskelyje” arba internete kartu su laboratorinio darbo aprasu. Jei dirbama su IBM AT
486 DX ar analogisku kompiuteriu: atsiradus DOS-o komandinei eilutei ,,C:\* istatomas
diskelis su laboratoriniu darbu, surenkama komanda b:\prad ir nuspaudziamas ,,Enter
klavisas.

Tolimesni veiksmai:

1. Kietajame diske (diskas C) sukuriamas naujas katalogas "LAB", kuriame iraSomos visos
iSarchyvuotos programos.

2. ISarchyvuojamas failas "fractint.arj". ISarchyvuoti failai patalpinami kietajame diske.
Paleidziama parodomoji programinio paketo "Fractint 18.2" dalis. Demonstracin¢ dalis dirba
visiSkai savarankiskai, todél jos darbo metu spausti klaviSy nepatartina, nes tai gali nutraukti
demonstracija. Generuojamo fraktalo pavadinimas parodomas dialoginiame lange ,,Select
Fractal Type*“. Pasibaigus demonstracijai, programa ,Fractint baigia darba ir visi paketo
failai yra pasalinami 18 kieto disko.

3. ISarchyvuojamas failas ,,phaser.arj ir paleidZziamas programinis paketas ,,PHASER®.
Atsiradus ekrano apacioje eilutei ,,Make a choice:* surenkama klavisy kombinacija ,,u*, ,,r*,
,demo* ir nuspaudziamas ,,Enter klaviSas. PaleidZziama demonstraciné programos dalis. Jos
metu kiekviename zingsnyje reikia spausti tarpo klavisa (ilgas, baltas klavisas). ,,Enter*

* kartu su mokomaja priemone: R.Rotomskis Biofotonika. Teorija ir praktiniai darbai. VU KEK, Vilnius, 1997.



klaviSo paspaudimas nutraukia demonstracija. Demonstruojamos lygties pavadinimas
uzraSomas ,,SETUP* lange, po zodzio ,,Equation®.

4. ] darbo zurnalg perraSomi lyg¢iy pavadinimai, formulés ir nustatoma, kokio tipo atraktorius
budingas lygciai.

Pastaba: formuléje Zenklas ,, ' ““ reisSkia iSvesting.

5. Pasibaigus demonstracijai, ekrano apacioje vél atsiranda eiluté ,,Make a choice:*. Jei biitina
pakartotinai perzitréti demonstracing dali, surenkama ,,rdemo* ir nuspaudziamas ,,Enter*
klaviSas. Programos darbas baigiamas nuspaudus klavisus ,,q ir ,,y*. I8¢jus 1§ programos, visi
paketo failai automatiskai pasalinami i$ kietojo disko.

6. ISarchyvuojamas failas ,.evol.arj* ir paleidziamas programinis paketas ,,Evoliucija“.
IStiriama dinaminé sistema ,,Evoliucija®. I8¢jus i§ programos, visi failai iSvalomi, o darbo
pradzioje sukurtas katalogas kietajame diske panaikinamas. Dinaminés sistemos tyrimo eiga:
1. Parenkamas maziausias mastelis. Tam nuspaudziame klavisa ,,F5. Visas laukas, apibréztas
raudona linija, turi tilpti ekrane.

2. Isitikinama, kad evoliucijos salygos atitinka Konu¢jaus taisykles. Nuspaudus ,,F8* klavisa,
atidaromas dialoginis langas ,,Evoliucijos salygos‘. Laukuose ,,Gimimo salygos* ir ,,Mirimo
salygos® turi biiti iraSytos reik§mes ,,3“ ir ,,0,1,4-8*, atitinkamai. Jei taip néra, lauky reikSmés
iStaisomos. Po lango laukus judama ,,Tab* (zemyn) ir ,,Shift“+, Tab* (aukStyn) klavisais.
Pabaigus ivedima, atsistojama ant lauko ,,Ok* ir nuspaudziamas ,,Enter* klavisas. Jei viskas
buvo jvesta gerai, langas uzsidaro ir atsimenamos lauky reikSmés. Jei buvo jvestos neteisingos
reik§mes (pvz., ne to zenklo arba vietoj skaiciy iraSytos raidés), langas neuzsidaro, o kursorius
pereina | neteisinga reikSme turinti laukeli. Jei norima iSeiti i§ lango be reikSmiy isiminimo,
spaudziamas ,,Esc* klavisas.

Pastaba: visy laukeliy paskirti lange ,,Evoliucijos salygos* galima suzinoti pasirinkus laukeli
,Pagalba® ir nuspaudus ,,Enter* (i§ pagalbos iSeinama paspaudus ,,Esc* klavi§a). Darbo metu
keiciamos tik ,,Gimimo* ir ,,Mirimo salygos* laukeliy reikSmés.

3. Sukuriama atsitiktiné¢ konfigtiracija: kartu nuspaudziami klaviSai ,,Alt* ir ,r. Atsiradus
meélynam sta¢iakampiui, kursoriaus valdymo klaviSais (pazyméti rodyklémis) iSple¢iamas
staCiakampis tiek, kad jis uzimty apie ketvirtadali lauko. Jei reikia sumazinti sta¢iakampi,
naudojamasi tais paciais valdymo klavisais, tik papildomai nuspaudus ,,Shift“ klavisa.
Nuspaudus ,,Enter* klavisa, apibréztame sta¢iakampio lauke atsitiktinai iSmétomos lastelés su
lastelés buvimo laukelyje tikimybe 0,5. Todél pradinis lasteliy tankis turi biiti apie 0,5.

4. Gauta figira iSsaugojama. Tam nuspaudziamas ,,F2“ klaviSas ir ivedamas figiros
pavadinimas (pvz., ,,random®). [vestas pavadinimas uzsiraSomas.

5. ISsaugojus figlra nuspaudziamas ,,F9* klaviSas ir paleidziamas kolonijos vystymasis.
DeSiniajame apatiniame ekrano kampe stebima laikiné evoliucijos diagrama — N(ciklas)
grafikas, kur N — Iasteliy skaiCius. Nusistovéjus pusiausvyrinei biisenai — grafike horizontali
ties¢, arba ciklui — pjiklinis grafikas, vystymasis sustabdomas nuspaudus klavisa ,,Esc* arba
pakartotinai ,,F9*.

6. Sustabdzius vystymasi, pereinama i grafiky rezima. Tam nuspaudziama ,,Alt“+,,g* klaviSy
kombinacija. Ekrane turi pasirodyti pilnas N(ciklas) grafikas. Kity grafiky pavaizdavimui
reikia nuspausti viena i§ skaitiniy klavisy. Klavisa "1" atitinka grafikas N(ciklas), klavisa "2"-
fazinis portretas Neiklas+1(Neikias), Kur Neikias — lasteliy skai¢ius po n ciklo, 0 Neikias+1 — lasteliy
skaiCius po n+1 ciklo; klavisa ,,3%- fazinis portretas Nmir(Ngim), kur Npir , Ngim — mirusiy ir
gimusiy lasteliu skaicCius n cikle; klavisa ,,4- grafikas p (ciklas), kur p - lasteliy tankis;
klavisa ,,5“- grafikas « (ciklas). IS grafiko N(ciklas) apskai¢iuojama « reikSmé pagal (16)
formule. IS grafiko p (ciklas) randama p reikSmé nusistovéjus pusiausvyrai. Darbo zurnale
uzrasomas ir faziniy portrety (2 ir 3 grafikai) pobudis.

IS grafiky rezimo iSeinama nuspaudus ,,Esc* klavisa.

Pastaba: Naudojant ,,Tab*“ klavisa, galima keisti tasky vaizdavima grafike nuo pavieniy tasky
iki linijjom sujungty tasky ir atvirkSciai.



7. ISvalomas laukas. Tam paspaudziamas ,,F4* klaviSas ir pasirodzius dialoginiam langui,
pereinama i langelj ,, Taip* (paspaudus klavisa ,,Tab*) ir paspaudziamas ,,Enter.

8. Punktai 3-7 pakartojami du kartus su skirtingomis atsitiktinémis pradinémis
konfigiiracijomis. Gautos « ir p reikSmes suvidurkinamos.

9. Pakeiciamos evoliucijos taisyklés (zr. 4 punkta). Pradzioje patogu pakeisti viena i$ taisykliy
— gimimo arba mirimo. Ivedamos reikSmeés turi biiti i$ intervalo nuo 0 iki 8 (tiek gali biti
kaimyny). Jeigu salygoje yra daugiau kaip vienas skaiCius, tai jvedami skaiciai skiriami
kableliu. Skai¢iy intervalas nurodomas per briikSni. Pvz., Konu¢jaus mirimo salyga yra
,0,1,4-8%. Tai reiskia, kad evoliucijos eigoje lastelés, kurios turi nuli, viena, keturis, penkis,
Sesis, septynis arba astuonis kaimynus, Ziina. Gimimo salyga yra tik vienas skai¢ius —,,3 (tai
atitinka 3 kaimynus).

10. [ iSvalyta lauka iterpiama pirma i§ iSsaugoty figiiry. Tam nuspaudziamas ,,F3* klavisas ir
tvedamas figtiros pavadinimas.

11. Pradiné konfigtracija paleidziama vystytis (,,F9* klavisas) ir stebima laikin¢ diagrama.
Nusistoveéjus pusiausvyrai (isisotinimui katastrofos atveju, iSnykimui regresijos atveju)
evoliucija sustabdoma ir istiriami grafikai (6 punktas). Randamos « ir p reikSmés.

12. Punktai 10 ir 11 pakartojami su visomis pradinémis iSsaugotomis figliromis. Rezultatai
irasomi | lentele:

Salygos a <a> |P <p> |Faziniai portretai

Gim: 3 Mir: 0,1,4-8

13. Surandamos trys regresijos ir trys katastrofos atvejus atitinkancios salygos. Kiekvienai
salygai kartojami 9 — 12 punktai.
Pastaba: Darbo metu galima iSsaugoti gaunamus vaizdus ir grafikus. Kolonijos vaizdas
iSsaugojamas vienu metu spaudziant ,,Alt* ir ,,p* klaviSus. Pasirodziusiame lange ivedamas
failo vardas. Sukurtas failas turi praplétima ,,*.plt“ ir yra tame paciame kataloge kaip ir
programa ,,Evoliucija“. Grafiko duomenys iSsaugojami grafiky rezime nuspaudus ,,s“ raidg.
Sukurtas failas turi praplétima ,,*.dat™.

Pilnas apraSymas, kaip naudotis programa ,,Evoliucija®“, yra programos pagalboje.
Pagalba iSkvieCiama spaudziant klavisa ,,F1°.

6. Kontroliniai klausimai

. Kas yra dinamin¢ sistema ?

. Kas yra faziné erdvé? Jos reik§mé tiriant dinamines sistemas.
. Atraktoriaus savoka. Atraktoriy risys.

. Chaotiniy sistemy savybés.

. Dinaminiy sistemy kiekybinés charakteristikos.

. Kas yra fraktalas?

. Fraktalinés dimensijos savokos. Dimensijy rasys.

. Fraktaly sudarymo metodai.
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